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Seconde — Problémes sur les éguations

. N 32 3
Résoudre les équations : 8¢ =2 puis x* =36
Factoriser au maximum ’expression : x* +4y*.

Résoudre I’équation : 5 +5*1 =750.

. . 1 1
Resoudre 1’équation : a’+ —+ b?+ —=4.
a b

Résoudre 1’équation : \/;+\/X_2:\/X_3+\/X_4.
Simplifier I’expression : \/13—\/ﬁ .
Simplifier I’expression : V99992 +19999 .

. \/5]10_

Simplifier I’expression : (T

Olympiades internationales de mathématiques
Résoudre I’équation : a+b=+21+ab , a,beZ.

Résoudre 1’équation : p,/p p\/B:Z.

Olympiades internationales de mathématiques
a-b=11

Ja+ib=11

Résoudre le systeme : {

Olympiades internationales de mathématiques

Résoudre 1’équation : e X, yeZ .
X Yy 95

Test pour Oxford

R R
Résoudre 1’équation : (((xz —1) —2) —3] =4,
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Exercice 4C.1

Résoudre [’équation : gx’ = 2
8X3 _ 2X2

( 23)X3 — ¥

23X3 — 2X2

3x3 = x?

3 -x?=0

X2 x3X—x2x1=0
X2 (3x-1)=0

=0 < x=0

PR A L N

Soit : X
Soit: 3x—1=0 < 3x=1 < x:%
Vérifications :

g% —1=2%

3
o3 _ (2 )313 D _g¥ _gb et 4

|
N
)
N
I
N
Ol =

Résoudre [’équation : X’ =36
x* =36

0

0
0
>
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Exercice 4C.2
Factoriser au maximum /’expression : x*+ 4y4 .

2
x*+ay* = (Xz) +(2y)2 - il s’agit presque d’une identité remarquable

x4+4y4:x4+4x2y2+4y4—4x2y2
:(x2+2y2)2—(2xy)2
<x2+2y +2xy)(x2+2y2—2xy)
(x2+2xy+y +y )( 2xy+y2+y2)
((x+y )((x—y) +y2)
La M¢ici
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Exercice 4C.3

Résoudre ["équation : 5 +5*1 =750,
5 4551 — 750

1x5% +5x5% =750
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S
< (1+5)x5* =750
& 6x55 =750
= 5X:@:125
6
& 54 =5
& Xx=3
Vérification :
5% +5%" 1254625 =750 i
La Mcrci
Exercice 4C.4 Résoudre [ ’équation : a° +i2+ b2 + biz =4,
a
2 2
On remarque que : (a—ij =a2—2+i2 et (b—lj :b2—2+i2.
a a b b
L’équation initiale devient :
a2—2+i2+2J+(b2—2+i2+2):4
a b
2 2
= a—l) +2+(b—1j +2=4
a b
2 2
o a_lj +(b_1j ~0
a b
2 2
Or (a—ij >0 et (b—l) >0
a b
1Y 1\
Donc la relation (a——j +(b—6] =0 implique :
a
2 2_1? a+1)(a-1
a-l_g a 1., a1 _, w:o
a a a a a
S S S
2 2 12 _
b—l=0 b__lzo b” -1 -0 (b+1)—bl)=o
b b b b b

Ainsi les valeurs possibles de a sont 1 et —1, il en est de méme pour b.

. : 1 1
Les seules solutions de 1I’équation a+ —+ b? +— =4sont les couples (a; b) appartenant a I’ensemble :
a b

§ = {(1:2), (1), (1) (-1:-1)}

Exercice 4C.5 Résoudre [’équation - X2 =3+
La variable x doit étre positive.

Jxelx? = el

= X+X=X X-I-X2

= \/;+x—x\/;—x2:0
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o IX=xIx+x=x2=0
& Ix(1-x)Vx +x(1-x)=0
& (\/;+x)(1—x)=0

Soit \/§+x:0 : la seule solutionest x=0 , Soit1-x=0 soit: x=1.
Les solutions sont : S = {0;1}

Exercice 4C.6 Simplifier [’expression . \J13—+/105 .

m:\/26—2J221x5 \/21—2\/21_><5+5\/(\/ﬂ)22er(\/§)2

2

2
(V21-V5) _ai-E 2 _Ja2-i0
2 2 J2 2
Exercice 4C.7 Simplifier I'expression : /99997 +19999 .

Calculons séparément le contenu de la racine carrée :

99992 +19999 = 99992 +10000 + 9999
=9999(9999 +1) +10000
=9999 x10000 +10000
=10000(9999+1)

—10000?
Ainsi : 99992 +19999 =10000

10
Exercice 4C.8 Simplifier |’expression : £l+ 3] .

2
1+\/§

On pose : x=T . Ainsi :

X=1+J§

2
2x =1++/3
2x—1=4/3
2
(2x-1)" =(+3)
4x% —4x+1=3
4x% =4x+2
) AX+2 1
X5 = =X+
4

5 2 2
5
Ainsi : xlo:(xz) :(x+%j :(x+%j x(x+%] X(X+%j

2
Or: x+1 =x2+x+l=x+1+x+1:2x+§
2 4 2 4 4

0 ¢80 0 00
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2
Donc : x10=(2x+§j x(x+lj
4 2

2
Or: 2x+§ =4x2+3x+g=4 x+E +3x+g=7x+ﬂ
4 16 2 16 16
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41 41 1) 56 41 41
+—=7| X+— |+ —=X+—X+—
2 16 32 2) 16 16 32
10 112 112 56 41 41 209 153

X = X +—X+—=X+—= X+

=—X+—4+— e _ B —
16 32 16 16 32 16 32

Or: x=1+\/§ :
2
Ainsi: 510 _209(1++3) 153 209 209y3 153 _362+209V3 _81 2093
' 6 2 ) 32 32 32 32 32 16 32
Exercice 4C.9

Résoudre [’équation : a+b=+21+ab , a,beZ.
I Méthode a éviter !!! Erreur classique !!!

a+b=+21+ab
(a+b)2 = (\/21+ ab)2

=
o a’+2ab+b%=21+ab
o a’+2ab+b®—ab=21
o a’+ab+b®=21
< 4a’ +4ab+4b? =84
& 4a° +4ab+b%+3p° =84
& (2a+b)’+30p? =81+3
2 2
o (2a+b)2—92+(J§b) —(\/§) =0
PN (2a+b+9)(2a+b—9)+(J§b+J§)(J§b—J§):O
< (2a+b+9)(2a+b—9)+3(b+1)(b-1)=0
Si:b=1:
2a+b+9=0 © 2a=-9-b=-10 < a=-5
2a+b-9=0 < 2a=9-b=8 < a=4
Si:b=-1:
2a+b+9=0 < 2a=-9-bh=-8 < a=-4
2a+b-9=0 < 2a=9-b=10 < a=5
Ainsi :

(a.b) < {(-5:1),(4:2) (4:-1) (5:-D)
Cette méthode est fausse : (—4;—1) n’est pas solution

Cette méthode est incompléte, il manque les solutions : (5;—4) et (—4;5).

Voici la bonne méthode classique :
Si a et b sont des entiers, alors x=a-+b et y=a—b sont des entiers.
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Dans ce cas, a:XLZy et b:%.Ainsi :
a+b=+21+ab
- M+ﬂ:\/21+ﬂxﬂ
2 2 2
X2y
S X=,]21+ - x doit étre positif.
22
o 2=21+2 4y

o Ax%=84+x%- y2
o X% +y?=84
X etant un entier positif, testons les valeurs de x dans la relation précédente :

- Six=0:< y?>=84-3x0?=84 :cen'estpas un carré parfait.
- Six=1:< y?=84-3x1%=81:deuxsolutions: y=9 et y=-9
- Six=2:< y2 =84-3%x22 =72 : ce n'est pas un carreé parfait.
- Six=3:< y?=84-3x3%>=57 :cenkest pas un carre parfait.
- Six=4:< y?>=84-3x4%=36 :deuxsolutions: y=6 et y=-6
- Six=5:< y?=84-3x5%=9 :deuxsolutions: y=3 et y=-3
- Six=6:< y?=84-3x6%=-24 : pas de solution réelle.
or:a=2 Y etp=2Y Ainsi:
2 2
Si x=1lety=9: a=""Y _5ep=2"Y_ 4
2 2
Si x=1lety=-9: a=2"Y_ _4ep=-2Y_5

2
Six=4ety=6: a:XL2y:5 eth=2"Y__1
X+

Si x=4ety=-6": asz_l eth=—==5

Six=5ety=3:a=Y_g4eth=2"Y_1,
2 2

Si x=5et y=-3: a:ﬂzyzl et b:%:4

Les solutions entiéres sont :
(a,b) <{(5:-4).(-4:5),(5:-1).(-1:5).(4:1), (1:4)}
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Exercice 4C.10

Résoudre [’équation : 1| p4/ P p\/ﬁ =2.
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Exercice 4C.11

a—-b=11
Ja+b=11

Classique : on pose : x = Ja et y= Jb . On obtient :

X2 —y? =11
x+y=11

Résoudre le systéme : {

x+y =11

x+y=11

=11
{x+y 11
Xx—y=1
{x+y 11
2x =12
{x+y 11
< {y=11—6=5
Or: x=+a et y:JB.Ainsi:
Ja=6 < a=36
Jb=5 < b=25
La solution est :
(a,b)=(36;25)

La M¢ci
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Exercice 4C.12

Résoudre /'équation : 1+—=% X, yeZ' .
X

0

0

|

|

|
gl

g 0000 ¢

x(y-5)-5(y-5)-25=0
(x=5)(y—-5)=25

0
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Or X, yeZ , donc en utilisant le fait que : 25=5x5 =(-5)x(-5)=25x1=(—25)x(-1), on doit avoir :

_ [x-5=5 Xx=5+5=10 _
solt = , Solt:
5 y=5+5=10

. [x=5=25 Xx=25+5=30 .
= , SOIt :
y-5=1 y=1+5=6
. [x=5=1 X=1+5=6
<~ ,
y-5=25 y=25+5=30

Avec I’hypothése X, ye Z*, on obtient :

soit : {

X—-5=-5 Xx=-5+5=0

Rt
y-5=-5 y=-5+5=0
Xx—-5=-1 x=-14+5=4

&
y—-5=-25 y=-25+5=-20
x—5=-25 x=-25+5=-20
y-5=-1 y=-1+5=4

S ={(10;10);(30;6);(6;30);(4;—20);(-20;4)}

Exercice 4C.13 Test pour Oxford

R
Résoudre /’équation : (((XZ —1) —2) —SJ =4,

Soit (x2—1)2—2=—J§
= (x2 —1)2 :2—J§
2—\/§<0

—iln’y a pas de solution

Etude de chaque situation :
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A partir de (x2 —1)2 —2445:
Soit X% —1= 2+\/§ IS x2:1+m
soit X=x/1+m , SOit x:—\/1+\/m
Soit x2—1:—m & x2=1-y2++6
1-y2+6 <0 :il n’y a pas de solution
A partir de (x2 —1)2 =3
Soit X° —1=+/3 < x> =1++3
soit x:m , soit x:—m
Soit X2 —1=—3 < x*=1-43
1-4/3<0 :1l n’y a pas de solution
A partir de (x2 —1)2 =1
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Soit X2 —-1=1 < x°=2
soit x=\/§ , Soit x=—\/§
Soit X>-1=-1 < x*=0 < x=0
Ainsi :

S z{\/1+x/2+«/_;—\/1+\/2+«/§;\/1+\/_;—x/1+«/§;x/§;—\/§;0}




